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1I1-3. 


INTRODUZIONE 


In questo Seminario daremo un risultato di esistenza per la soluzio 


ne di una equazione differenziale astratta del tipo 


SL (M(t)u(t)) = -L(t)u(t) + f(t,u(t)), Ostsr, 
(1) 
MCENUCE) 1.0 = o» 


dove L(t), M(t) soddisfano condizioni, per esempio date nel Seminario preceden- 


te, che permettono di risolvere l'equazione lineare 


SL (M(t)u(t)) = -L(t)u(t) + Ft), Ostsr. 


Data l'impostazione, le ipotesi riguarderanno regolarità hòlderia- 
na nel tempo. 
Nel lavoro [2], G. Da Prato ha studiato in spazi analoghi l'equazio 


ne 
u'(t) = F(u(t)), Ostst; 


vedremo però che sotto ipotesi abbastanza generali essa può essere messa nella 


forma che interviene in (1). 


1) UNA EQUAZIONE ASTRATTA NON LINEARE 


Studieremo la risolubilità dell'equazione 


(2) BMu + Lu = F(u), 


III-4. 


dove B è un operatore lineare chiuso [senza perdita di generalità, a dominio den 


so] dallo spazio di Banach complesso E in sé, con 
-1 -1 
I(B-2) ‘; L(E)J s C(1+|2]), 
per tutti gli z e C, |m-arg z| s $<n/2, 


L e M sono due operatori lineari chiusi dallo spazio di Banach complesso F in E, 


con L invertibile, D(L) CD(M), tali che 


US 


pu(zer)7*; LCENI s c(1+]2/)° 


per ogni z complesso, |arg z| s m-gte , 0sa<1. 


Denotiamo con r una curva nel piano complesso, orientata dal basso 
E 


verso l'alto,che ha lo zero a sinistra e coincide con arg z = +0, w3 t-d + 5 


per |z| grande; posto (E; D(B)), Vs Si assume che il commutatore 
-1 


[B;(zT+1) 3], T= mt, soddisfi 


= -l 


max{|[B;(zT+1) “];L(E)|,|(B;(zT+1) 1; L(MP s c(1+]2|)5, 
0<ss<1 , zer. Sia a<6<1. 


Si è visto che c'è un S970 tale che per ogni s2S0? l'equazione 
(B+s) Mu + Lu = h 


ha una unica soluzione u = a - , per ogni heV; inoltre, Lu e BMue (E5D(B))a S° 


Per semplicità, supporremo s = 0,0=0. 


$ è espresso come $ = SK, dove K è lineare limitato da V in sé e 


s = cet f er 8(8-2) laz. 
Fr 


ITI-5. 

Sulla F si faranno delle ipotesi che ci permettono di applicare il Teorema di Ba 
nach del punto fisso.. : 

Posto Lu = v, la (1) diventa 

BTv + v = F(LU 
Sia r>0 , O<o<1, Sj = fheV; hiv] sr}, 

a = Bit. 
Vale allora 

Teorema 1. Sotto le ipotesi precedenti, se a=0 e 
(3) Ig(h); vj s rla, » heSy 


(4) Ig(h,) - g(hp)5 VI s 8 h,-hpiVI » hj;h7€ S» 


1095 25% 

dove a8<1, allora (2) ha almeno una soluzione. 
Dimostrazione. Sia v = Sg(k) »s KEV. Allora 
BTv + v = BTSg(k) + Sg(k) = g(k) 


e così, se $g(k) = k, si ottiene una soluzione di (2). Ora, 


ISg(k); visr 


IS£g(h,)-9(h,)1 3 VI sa,8 Ihj-h,;v]. c.v.D. 


III1- 6. 
Osservazione 1. La (3) e la (4) sono soddisfatte se 
IF(x); VI s rag per ogni xe D(L), [Lx;V| sr, 


[F(x)-F(y)sviselL(x-y)sv] » x,ye D(L), [Lxsvisr, |LysV]sr. 


2) APPLICAZIONE A EQUAZIONI DIFFERENZIALI ASTRATTE NON-LINEARI 
Elenchiamo qui di seguito tutte le assunzioni di cui avremo bisogno. 


K1: L(t), M(t) 4ono operatori Lineani chiusi come nel 81, tali che 
t+ tot) = Mre)u(t) e cl?) [0,t31(4)) 
(in effetti, basterebbe che 


+e ote 


IT(t)-T(s);L(X)]sc|t-s|"%, IT'(t)-T'(s)sL(X)fsc]t-s] 


wt,se [o,t] , 0<6<1, e>0). 


K2: La T(0)vo? voÉ x. 
K3: Esiste uno spazio di Banach ‘, tali che valgono Le immersioni continue 
D(L(t)) CY CY, wWwte [o,t] , 


1 
e l'applicazione 

(t.,y) > f(t.y) 

è di classe cl da [o,t] Xx i in X. 


af 


-1 ; 
= (0,L (0) Vo) = 0 


K4: 


III-7. 
K5: 7, (0,0) = 0 


Si noti che se vale K5, allora 


af 
lx (sx); L(Y 0] +0 


se |s| + bY,l + 0; quindi, fissato e>0, si può trovare 6 = s(e)>0, tale che 


edi L(Y3X){Ke/2 per ogni s,Xx, con |s| + by] < s(e), s=0. 


Quindi, se pucoyÎv sv |K6(e)/2 e oss<4$(e)/2, scrivendo 


1 


1 Cha 


d (5,1(0) Iv tx) = EÉÉ (8,100)! 


f 


2 -l 
Vo Fx (53400) 


vo)1+ sso), 


si vede che 
af 
IT 


(5,1(0) iv tx) (1,00 


purché szo e lx;Y,l sono sufficientemente piccoli. 


Ovviamente, la K4 implica subito questa conclusione. 
K6: Esistono k>0, 12w28 tali che 
It) 18); L(X;Y})I sk [t-s]®", t,se10,1]. 
K7: Esistono k,20 , 0s8<1, tali che 
i (t3x)) - = (s1x); LOGY)I s ky ([t-51 "4a xpit,)); 
per ogni t,se[0,t] e ogni x:%2 in un Antonno di L(0)"Îv_ dn Le 


Osserviamo che K7 è soddisfatta se f è di classe cl2) su [0,t] x UE 


III-8. 
Ciò premesso, si ha il 


Teorema 2. Valgano K1,2,3,4,6,7 oppure K1,2,3,5,6,7. Sia 
F(0,1(0)"Îv_)-(1+T'(0)) € R(T)(0)) us Allora il problema (1) ha almeno una so- 
luzione u = u(t) su un intervallo [0,1], t sufficientemente piccolo 
[purché TONLA sia in un intorno di 0 in Si sotto le assunzioni K1,2,3,5,6,7]. 


Inoltre t + L(t)u(t), d(M(t)u(t))/dt sono elementi di c°10,t;X1. 
Dimostrazione. Posto 


L(t)u(t) - LS vit = w(t), 


con vje X da determinarsi, (1) si trasforma in 


Sr (T(E)W(E)) + w(t) = g(t,w(t)), Ostst, 


T(t)W(t) | 1-53 O» 
dove 


g(t,w(t)) = F(tsL(t) IC) ev tv, t1)-T' (E) vv tl-T(t)v vtr 


1 1 


= F(w)(t). 


Se prendiamo E = C[0,t;X], Bu = u' , D(B)={ue cl!) f0,t;x]:u(0)=u'(0)=0), 


(e così (E;D(B)) 


e = cOTO,t3X1), si tratterà di verificare le condizioni del 


Teorema 1. 


Prima di tutto, la F(w)(0) = 0 si legge 


£(0,1(0)"lv_)-(T'(0)+1)v, = T(0)v 


cos #0,L(0)"*v )-(14T'(0))v_ € R(T(0)). 


III-9. 


Sia 
S' = sfera chiusa di centro l'origine e raggio r in cOro,t3X1. 


Il primo passo consiste nel valutare IF(W) 300 10,03X1], weS'.. 
Poiché #(0,1(0) lv.) = T(0)v, + (14T'(0))v, 


IF(w)(t);x] = 

= IFCE,L(t) tut) vtr tI) -F(0,L(0) x )H{T(0)-T(8) IV, + 
+ IT'O)-T'(t)]v > tT'(t)v.-tv5X] s 

<IFCE,L(E)" 1 (e)Av tv tI) =F(0,L(0) dv); + 

+ IT(8)-T(0); LODI Iv j3X1FIT'(t)-T'(0)3L00] Iv 3% + 

+ T'(0)+L:L00] Iv 5%] s 


s IFCE,L(E)"*tw(t)+v_tv,t)-#(0,1(0)"? 


v5X + Uè 
= [(1);x[+cx8*5, 
Ora, 


(1)= (FCE, (8)"*T(t) ev Av t1)-F(0,L (4) ute)v +08) + 


+ (F(O,L(E)" t(t)#v_4v,t1) i F(o,L(0)v 6 


i sf -1 
: :f ne Ctmal(t) ‘[w(t)+v +v.t1) dn + 
; E o 1 


III-10. 


1 
:J di co,L(0)"Îv tntL(t) "E w(t)+v tv, t)-1(0)"1v I) ILE) (w(EN) Av tv t)-L(0)7 van. 


-l 


queer puct)ev tv ti-L(0 lv 5,1 


-1(0);1(4;Y I pu(t) ev tv, tsxXH1L (0); 04,1) Iu(t)+tvsX| = 


UA 


petit* |w]k+t r pv 3X1Hv_5XD)+c0e° LI RAS ZELIDE 


dove ||w] = uso [o,tix1l. Così esiste h">0 tale che  |(1);xX|s k" +0 per t+ 0. 


Valutiamo |F(w)(t) - F(w)(s);X|. Si ha 
IF(w)(t) - F(w)(s);X] s 
CRON COLA NGI CRTORI TOLONE E. 
+ (IT*C)-T" (1001 pv_3XIHHET'(8)-ST"(5)3L00] Iv piXl + 
+ IT(t)-T(8)5L00] Ivj5X1 + Tt-s] Ivj5XD) = (2) + (3). 
Ma 
(3) [t=s[7® s civ5X] [t-s10"IT"(t)-T*(8):1001 |t-s|vyxl + 


- 1-0 
cv 5xX] Lt=s] 1 %4clt-s|" Iv jXl + [8-51 vp 


+ 


min(e,1-0) 
RE 


sc +0 per tYo. 


Posto d(t) = w(t) + IRAZIO ssi ha 


III-1l. 


1 af A . 
(2) sf Tt-sl He (stn(t-s),L(t)7o(t);X[dn + 
(o) 1 


+12 (s,1(5)"*4(s)+ntt(t)"T4(t)-L(5)"Fo(s))ee(e) Lele) - 
(0) 
- 1(s) 16(s)13xIdn. 


Il primo integrale si maggiora con Klt-s], perché L(t) 7 Lo(t) è in un intorno di 


TON t piccolo, in Y,. 
Quanto al secondo addendo, si ha 


1 


IRÉ (6,15) "19(s)+ntL(t)"Îo(t)-L(5)" #(5)1)51(Y,30)] s 


s IRE (5,105) *4(5)entL(8) *6(t)-L(8) (51) LÉ (0,100) x (1301 + 


+ IE (o,L(0) "lv )iL(Y,,0)1 5 E +5 = e se 


$ 


[st 1L(5)"H(5)AntL (1) Ve(t)-L(5) "4 (S-L(OY e tl 


s|s|+ IL(s)"*t9(s)-vJst,l+ Les), < 


s |s| + ROMCORSRA + Its) 1(0)dv st + 


1 


+ IL(t) “o(t) - L(s) 


st+CIw(s)+svsX|t07 Iv 3XIHIL(t)" L9(t)-#(5sY,] + 


1 


+ |IL(t) 7 -L(s)” 


IA 


0 
140 Iwllrscrlv,sX|#ce Iv 3XHCHo Ne + kt” Hol s 


HA 


Lo cre dcelv, sxX1+Ce®]v_3X80re 04! 


1II-12. 


è sufficientemente piccolo, cioè, se t è piccolo. 


Inoltre, 


Ii TORSORTORTORAR 


è = =. -0(0);X 0 
c|t-s|7®lo(t)-6(5);x+(|t-s]7®(t)7} s ; 


IA 


-L(8) gr t-s]®®. 


IA 


chof+c'e fo]se" (1479) (rv pXt4elv 5%" * e 541) 
perché |[o|| = LIRAZRAZIZ E 
Di qui, 


sup |t-s|7® |F(w)(t)-F(w)(s);x] 
Ost,SsST 
tir 


è "piccolo" purché r e e sono sufficientemente piccoli. 


Stimiamo 


Si ha 
LF(w,)(t)-F(w,)(t);X = 
= If(t.L(t) Lu, (E) tv tv t1)-F Ct, (8)" tu (E) + tv 81) s 


1 
:[ pf Ct, Lt)" tw (t)4v tv t14n LC)" fu, (t)-wp(t)D)L(t) (w, (t)-w,(t))5X[dns 


Si = ) 0, 
< elL(t) LOGY It Pu (t)-wp(t)-w)(0)+u,(0);X|t < Cet lu), ; 


Inoltre, se 9, (8) = wi (tiv tt s9p(t)=un(t)tv tv t: 


III - 13. 


1 2 1 
_ (ae È A n 
= 4/37 0006) 14, 0) en (0) tw Ce) (#) ILE A (8) 0 (6) - 
lot -l -l 
- ] s% (ssL(s) ‘6,(s)#nL(s) [w(s)-w,(s)])L(5) [w, (s)-w,(s)]dn 
-[ 2Î Ce,t (e) To, (t)+nL(t)7. tw, (t)-w,(t))L(t)7 tw, (t)- (t)-w,(s)+w,(s)]dnt 
E ax dg btitn 1 2 1 2 1 g\St10n 
efat Ct,L(t) "Ta, (t)+nL(1) 7 tw, (t)-w,(t)3- EÉ(8,1(5)719,(5) + 
Leti dg ititn [wy (t)-W,(t)1- 2x{5ah(s) ‘6,(5 


+ nt(5)"fw,(5)-w,(5)1)3 + L(t)"*[uy(5)-w,(5)1dn + 


1 
“I " (531(5)"%9,(5)#nL(8)7*{,(5)-wp(5)1)(1(8)*1(5)"1 fw, (5)-0,(5)1dn 5 


In virtù delle assunzioni fatte e ripetendo ragionamenti analoghi 


ai precedenti, si veda 


È) S 
I(4);X] = ce fw,-wyl |t-5]° perché 


ICE) *L9, (8) +0 (w (1) (#))1-1(0) Iv, 3Y 


il 


Ure 


s C'Iog(t)+n[w,(t)-wp(t)]-v 5XI4(t°IL(t) -L(0) (XY DI 3A Î, 
< C"]wa(t)+tv +nlw, (t)-w,(t)15x1+0" |v_sXl7° s 


s c"elv sX|+20"re +0" NED La +0 per tT+ o. 


1II-14. 


(5) (6) 


Quanto a 
lt-sj® |t-s]® 


» la loro norma in X viene maggiorata con una costante 


9 |, PRI P 
per Iw-wl: , în forza della definizione di ||g|| e di K6,7. [Si noti che w,626] 


Anche qui si sfrutta la stima 
0 
Iw(t);x| < |wl|t". 
Segue che esiste 770 tale che 
0 ' 
IF(w,)-F(w,) ll Ss C,(ett ) In voll» WoW € Si. 


Basterà mandare e et a zero per ottenere una contrazione. C.V.D. 
»v 
Osservazione 2. Se D(L(t)") è indipendente da te [0,t], con 


0<d<1 ed esistono C,C,,C.>0 tali che 


Tg 


v v 


v 
cIL(t)"x;x] s IL(0)°x;xIsc,}L(t)"x;x] y 


v 


per ogni x € D(L(0)°, 


v 


ico) (5) ];1(4)] s clt-s]", 20, 


»v 
allora come Yi si può prendere D(L(0)°). 
Questa condizione si può confrontare con quella di H. Amann $n (13. 


Se a=1, essa equivale a 
-l 
IrL(t)-L(s)]L(0)sL(X)| s c|t-s|", 
di H. Tanabe e P.E. Sobolevskii. 


Osservazione 3. Nelle applicazioni concrete a equazioni alle deri- 


nu sica s gi 
vate parziali, X potrebbe essere uno spazio LI), 9 un dominio limitato di R_, 


III-15. 


L(t) un operatore ellittico a dominio D(L(t)) dipendente da t (nelle condizio- 
ni ai limiti), con D(L(t)) c wf*%0) = ‘ 


Osservazione 4. Il problema non lineare 
d (M(t)u(t)) = h(t,u(t)), ostst, 


MEU) Luo = Ws 


può essere ridotto ad un problema del tipo (1) nel caso seguente. 


Supponiamo che esista 
a,ltsu ) = -L(t), 
2 sd = 
LA = M(o)L(0) L(0)u, T(0)vo: 


Allora (5) diventa 


2 (M(t)u(t)) = -L(t)u(t) + F(t,u(t)), Ostst, 
M{t)U(t) t-0 = T(0)v? 


F(t,u) = h(t,u) - 8 (t,u Ju. 


Basterà allora assumere che h sia regolare su [o t]xXY» a valori 

A ah 
(CE — 

in X, uf ’ Le n 
da uf in X e valgano H6,7, con h al posto di f. Si noti che, poiché 


(t,u,) sia la restrizione a D(L(t)) di un operatore limitato 


1. SPARI. af 
ax ito) 7 IX (t,u) = IX (t,u)» 
i ah _ ah sù, 
si ha ax (0340) "% (O,L(0) Vo) = 0 


III-16. 


Non è difficile dare condizioni per trattare, mediante riduzione 


a problemi del tipo (1), l'equazione integro-diferenziale 
à ot 
dr CMCEIUCE)) = -Lle)ult) + fl K(t-5)u(5)65, 
(o) 


dove K(t) è limitato da uf in X, e il problema (Navier-Stokes astratto) 


u'(t) = -A(t)u(t) + p(t) + F(u(t)) , Ostst, 
Cult) =0 , Ostst, 
u(0) = u 
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